
存在条件を求める

ここで扱うのは「△を満たすような□が存在するための
○の条件を求めよ」といった類の問題です．私はこの手
の問題が解けなく，浪人してようやく理解できるように
なりました．これを理解したとき，視界がパッと開けた
のを覚えています．
―――――――――――――――――――――――――
まず，この手の問題の基本方針を述べておくことにしま
す．

１．存在条件を求めたい文字を実数定数と見たときの，
他の変数についての存在条件を考える．
２．ある文字を固定して，そのとき，他の文字を動かし
たときのとりうる値の範囲を考える．
３．実際に動かしてみる．

１で言う存在条件とは，方程式 ·不等式 ·図形と見たとき
の，解 ·共有点が存在する条件のことになります．また，
３に実際に動かしてみるとあるのは，実はこの種の問題
は写像の問題として出されることが少なくないからです．
この分野の問題はとにかく思考力が必要なので，要点だ
けを捉えてあとは自分の頭で何度も思考を繰り返すのが
効果的で，しかも多岐に渡るので，私のような頭の悪い
人には自分のものにできるようになるには一朝一夕では
なかなか難しいです．また問題によっては１～３すべて
が有効なものもありますが，やはりどれか一つが考えや
すいというものもあります．問題に応じて，どれがベス
トな選択であるかも大切となります．
さて具体的に次の例題を見てみましょう．まずは１が有
効なものから．

例１� �
　点 (x, y)が,原点を中心とする半径１の円の内部
を動くとき，点 (x+y, xy)の動く範囲を図示せよ．

(東大 1955)� �
(x + y, xy)の動く範囲なのでこれらが存在条件を求めた
い文字です．ところが，x + y, xyはいずれも式となって
いるので，式変形をしていくうちに，バラバラになって
しまう恐れがあります．そこで、
x + y = X
xy = Y
などと文字でおくことにします．そして、X, Y を定数と
して扱い x, y が実数として存在するための X, Y の条件
を考えていきます．

(解)x + y = X, xy = Y とおく．
x + y = X · · ·⃝1
xy = Y · · ·⃝2
x2 + y2 < 1 · · ·⃝3

を満たすような x, y が存在するための X, Y の条件を求
めればよい．

⃝3 より，(x + y)2 − 2xy < 1
ゆえに，X2 − 2Y < 1 · · ·⃝4
また，x, y は、tの２次方程式
t2 − Xt + Y = 0 · · · (∗)
の解であり，x, yは実数であるから，判別式を Dとする
と，
D = X2 − 4Y = 0 · · ·⃝5
⃝4 ,⃝5 を満たす X, Y が，求める範囲である．

なかには，いきなり (∗)の式が出てくるのにびっくりす
る人もいるかもしれませんが，これは解と係数の関係を
逆に利用したものです．
tの二次方程式 t2−(x+y)t+xy = 0は t = x, yを解に持
ちます．だから，t = x, yを解にもつ tの二次方程式の一つ
は t2−(x+y)t+xy = 0なのです．「tの二次方程式の一つ」
と言ったのはたとえば他にも，2t2−2(x+y)t+2xy = 0
なども，t = x, yを解に持つ二次方程式となりうるから．
なぜこのような tの二次方程式を持ち出したのかという
と，判別式を使うことにより，簡単に x, yの実数条件が
出てくるからということになります．
このような逆利用の仕方を知らなかった人はこの機会に
是非おぼえておいた方が良いです．人によっては「なぜ
こんなこと思いつくのだ」と言うかも知れないし，もち
ろん私のような凡人には思いつきません．だから一つの
手法として意識的に心に留めておきます．それが勉強で
す．高校数学は発想力だけの世界ではありません．
では，解と係数の関係も知らない，さらには x2 +y2 < 1
が x + y, xy で表せることも知らない人はこの問題を解
くことはできないのでしょうか．実はそんな手法を知ら
なくても解くことは出来ます．⃝1 ,⃝2 より，x, yをX, Y
で表し，⃝3 に代入すればよいのです．このときに，x, y
が実数であることに注意が必要です．

(別解)x + y = X, xy = Y とおく．
x + y = X, xy = Y ⇔ y = X − x, xy = Y
として y を消去し，
Y = x(X − x) ⇔ x2 − Xx + Y = 0

∴ x =
X ±

√
X2 − 4Y

2
· · · (1)

y = X − x =
X ∓

√
X2 − 4Y

2
· · · (2)

x, y は実数なので，

X2 − 4Y = 0 ⇔ Y 5 X2

4
· · · (3)

また，(1),(2) を x2 + y2 < 1 に代入して，(
X±

√
X2−4Y

2

)2

+

(
X∓

√
X2−4Y

2

)2

< 1

⇔
(

X+
√

X2−4Y

2

)2

+

(
X−

√
X2−4Y

2

)2

< 1

⇔ Y <
X2 − 1

2
· · · (4)

∴(3),(4)を満たす X, Y が求める範囲である．

ということで，１で考えようと思ったときに迷ったら，
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　　変数とみた文字で解いて代入
すれば良いのです．そして，変数とみた文字は最後
には消去されます．また，実数条件には十分に注
意！例１では変数とみた文字は x, y であるので，
x =

�� ��X, Y の式 , y =
�� ��X, Y の式 にしています．

次に２が有効な例題．

例２� �
実数 a が 0 < a < 1 の範囲を動くとき，曲線
C : y = x3 − 3a2x + a2 の極大点と極小点の間
にある曲線 C の部分（ただし，極大点，極小点は
含まない）が通る範囲を図示せよ．

(一橋大 97)� �
x = −aのときに極大値を，x = aのときに極小値をと
るので x = t(−a < t < a)で固定したときの yのとりう
る値の範囲を考えます．このとき，a, t の範囲に十分注
意が必要です．

（解答）y = x3 − 3a2x + a2

y′ = 3x2 − 3a2 = 3(x + a)(x − a)
よって曲線 C は x = −aで極大値を，x = aで極小値を
とる．
x = t(−a < t < a)で固定したときの y のとりうる値の
範囲を考える．
x = tのとき，
y = t3 − 3a2t + a2

= (1 − 3t)a2 + t3 　（← a を変数とみる）　　　　　
f(a) = (1 − 3t)a2 + t3 とおく．
ここで aの範囲に注意する．
−a < t < a, 0 < a < 1より，
a > t, a > −t, 0 < a < 1であるから，
グラフも参照して aの範囲は，

　 −t < a < 1　 (−1 < t 5 0)
　 t < a < 1　 (0 < t < 1)

である．また，t =
1

3
のとき，f(a)は

定数になることにも注意する．
（ア）−1 < t 5 0のとき
　　 1 − 3t < 0なので，f(a)は下に凸つ．
　　 0 5 −t < a < 1であるから，
　　 f(−t) < f(a) < f(1)
　　⇔ −2t3 + t2 < f(a) < t3 − 3t + 1

（イ）0 < t <
1

3
のとき

　　 1 − 3t > 0なので，f(a)は下に凸つ．
　　 0 < t < a < 1であるから，
　　 f(t) < f(a) < f(1)
　　⇔ −2t3 + t2 < f(a) < t3 − 3t + 1

（ウ）t =
1

3
のとき

　　 f(a) =

(
1

3

)3

=
1

27

（エ）
1

3
< t < 1のとき

　　 1 − 3t < 0なので，f(a)は上に凸つ．

　　
1

3
< t < a < 1であるから，

　　 f(1) < f(a) < f(t)
　　⇔ t3 − 3t + 1 < f(a) < −2t3 + t2

（ア）～（エ）より，

　 −1 < x <
1

3
のとき

　　　 −2x3 + x2 < f(a) < x3 − 3x + 1

　 x =
1

3
のとき

　　　 f(a) =
1

27

　
1

3
< x < 1のとき

　　　 x3 − 3x + 1 < f(a) < −2x3 + x2

y = −2x3 + x2 のとき，y′ = 2x(1 − 3x)だから，

x = 0で極小値 0を，x =
1

3
で極大値

1

27
をとる．

y = x3 − 3x + 1のとき，y′ = 3(x + 1)(x − 1)だから，
x = 1で極小値 −1を，x = −1で極大値 3をとる．
求める範囲は次図の斜線部．

（境界は
(

1

3
,

1

27

)
以外は除く）

最後のところで tが xになっていますが，xが定数だと
いうことを x = tとおいて見やすくしただけなので，問
題はありません．なので，はじめから xのままでやって
も構いません．ここは好みの問題です．さて，今は xを
固定してみましたが，この問題は実際に aについて解く
こともできます．　

（別解）y = x3 − 3a2x + a2

y′ = 3(x + a)(x− a) よって，曲線 C は x = −aで極大
値を，x = aで極小値をとる．
極大点と極小点の間の部分の曲線は，{

y = x3 − 3a2x + a2

−a < x < a · · ·⃝1
である．また，0 < a < 1だから，⃝1 とあわせて，
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|x| < a < 1
である．よって，{

y = (1 − 3x)a2 + x3 · · ·⃝2
|x| < a < 1 · · ·⃝3 · · · (∗)

なる aが存在するための，x, y の満たすべき条件を考え
ればよい．

（ア）x =
1

3
のとき

(∗) ⇔

 y =
1

27
1

3
< a < 1

となり，

(x, y) =

(
1

3
,

1

27

)
は適する．

（イ）x ̸= 1

3
のとき

a2 =
y − x3

1 − 3x
となるから，

y − x3

1 − 3x
> 0

a =

√
y − x3

1 − 3x

· · · (∗)(∗)

a =

√
y − x3

1 − 3x
を⃝3 に代入して

|x| <

√
y − x3

1 − 3x
< 1

⇔ x2 <
y − x3

1 − 3x
< 1 · · ·⃝4

この式は，
y − x3

1 − 3x
> 0 も満たすので，(∗)(∗) と同値で

ある．
（i）1 − 3x > 0のとき
⃝4 ⇔ x2(1 − 3x) < y − x3 < 1 − 3x
⇔ −2x3 + x2 < y < x3 − 3x + 1
（ii）1 − 3x < 0のとき
⃝4 ⇔ x2(1 − 3x) > y − x3 > 1 − 3x
⇔ x3 − 3x + 1 < y < −2x3 + x2

（ア）（イ）より，
−2x3 + x2 < y < x3 − 3x + 1(−1 < x <

1

3
)

y =
1

27
(x =

1

3
)

x3 − 3x + 1 < y < −2x3 + x2(
1

3
< x < 1)

（あとは図示するだけ）

aの範囲を |x| < a < 1のように絶対値を用いて一つの
式で表したのは巧みですが，無理な人は多少面倒になり
ますが，場合分けをしてやっても良いです．

さて，次は３が有効な例題 · · · といきたいところですが，
３だけに特化した問題が見つからなかったので，１，２
の復習もかねて次の問題をみてましょう．と，その前に
あらかじめ言っておきますが，３のやり方に多大な期待
をしてはいけません．というのも，実際に動かしてみる
考え方では境界が出なかったり，しまった答案が書けな
いことが多いからです．あくまでも，こういうやり方も

あるということを心に留めておく程度にしてください．

例３� �
　mがm > 0の値をとるとき，直線
　　　　　 y = 2mx + m2 − 1 · · ·⃝1
の通り得る範囲を次の３通りの方法で求めよ．
(1)⃝1 をmの方程式と考える．
(2)y をmの関数と考える．
(3)mの値によらず，直線⃝1 が一定の放物線に接す
ることを用いる．� �

（解答）(1)⃝1 ⇔ m2 + 2mx − y − 1 = 0
f(m) = m2 + 2mx − y − 1とおく．
直線⃝1 が通り得る範囲を表す x, y の条件は，
mの二次方程式 f(m) = 0が m > 0の解を少なくとも
一つもつための x, y の条件である．
f(m) = (m + x)2 − x2 − y − 1（← x, y は定数！）
（ア）−x 5 0（即ち x = 0）のとき
　　 f(0) < 0であればよい．
　　 f(0) = −y − 1 < 0 ⇔ y > −1
（イ）−x > 0(即ち x < 0）のとき
　　 f(−x) 5 0であればよい．
　　 f(−x) = −x2 − y − 1 5 0
　　⇔ y = −x2 − 1
（ア）（イ）より，{

y > −1(x = 0)
y = −x2 − 1(x < 0)

(2)⃝1 ⇔ y = m2 + 2mx − 1
g(m) = m2 + 2mx − 1とおく．
x を固定させ，m(> 0) を変化させたときの g(m) のと
り得る値の範囲を求める．
g(m) = (m + x)2 − x2 − 1
（ア）−x 5 0のとき　 g(m) > g(0) = −1
（イ）−x > 0のとき　 g(m) = g(−x) = −x2 − 1
（等号のつき方に注意！不安なら x = 0だけを別に扱っ
てもよい）
（ア）（イ）より，{

y > −1(x = 0)
y = −x2 − 1(x < 0)

(3)⃝1 ⇔ m2 + 2xm − y − 1 = 0
判別式をDとすると，少なくとも一つは⃝1 を満たすm
が存在しているので，
D

4
= x2 + y + 1 = 0 ⇔ y = −x2 − 1

そこで，y = −x2 − 1と y = m2 + 2mx− 1を連立させ
てみる．
m2 + 2mx − 1 = −x2 − 1
x2 + 2mx + m2 = 0
(x + m)2 = 0
よって x = −mの重解となるからここで接することがわ
かる．
y = −x2 − 1 の x = −m < 0における接線を実際に動
かして通過領域が求められる．
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(3)を見ればわかるように，(1),(2)に比べ，しまりのな
い答案になっています．判別式から接する放物線を求め
たのもなんだか怪しい．なんか偶然の産物に思えてきま
す．実は，接する放物線を求めるにはパラメータmで微
分するのが常套手段です．
y = 2mx + m2 − 1 · · ·⃝1
mで微分すると，0 = 2x + 2m　 ∴ x = −m
ここから x = −mで接することがわかる．
⃝1 に代入して，
y = 2(−x)x + (−x)2 − 1 = −x2 − 1
なぜこれで上手くいくのかというと · · · 知りません．天
下り的に教えてもらった記憶があります．大学の内容な
のでしょう．だから，全面的にはそれを出さずに解答を
書けばよい．個人的には，１，２のやり方で厳しいとき
のみ実際に動かしてやってみるようにしています．
　もう一つ補足しておくと，(1)では，mについて実際
に解いてもできます．

（略解）m = −x ±
√

x2 + y + 1
mは実数だから，x2 + y + 1 = 0
∴ y = −x2 − 1 · · · (∗)
以下，(∗)の下で考える．
m > 0とすると，√

x2 + y + 1 > x · · ·⃝1
または
−x >

√
x2 + y + 1 · · ·⃝2

（ア）x = 0のとき
　　⃝1 より，x2 + y + 1 > x2

　　 ∴ y > −1
　　また，⃝2 は成り立たない．
（イ）x < 0のとき
　　⃝1 は常に成立．
　　⃝2 より，x2 > x2 + y + 1
　　 ∴ y > −1
以上合わせて{

y > −1(x = 0)
y = −x2 − 1(x < 0)

略解についてさらに補足を加えておきます．
　 x = 0による場合分けをしているが，この理由は大丈
夫でしょうか．これは，⃝1 や⃝2 で根号がついているの
で，２乗したいけど，両辺が正かどうかが分からないた
め，それを場合分けにより解消していることに由来しま
す．このように，実際に解いて代入する場合，根号の扱
い方に気を配らなければいけません．これが面倒だとい
うので，高等学校では実際に解いてやるということはあ

まり指導されないようです．扱う式が対称式だったりし
て，うまく消せるような問題が多いです．しかし，現実
問題，対称のあるものばかりではありません．面倒でも，
このようなやり方もできるようにしておくべきでしょう．
また，解いて代入する場合の利点として，思考力より計
算力が必要とされるということがあります．私のような
思考力のない人間，発想力のない人間の最後の頼りは計
算力．計算は経験でカバーできるし，発想も必要としま
せん．「計算に持ち込めばこっちのもの」という自信がつ
ければ，自信をもって試験に挑めます．これほど強い武
器は無いでしょう．
以上で１～３のことをざっと説明したのであとは練習を
積むのみ．１についてはもう少し奥が深いので，練習を
通じて説明することにします．
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【１】
　 cos x + cos y = 1を満たして x, yが変化するとき sinx + sin yの変域を求めよ．

＜考え方＞
変域を求める変数がないので，k = sinx + cos xとおく．
これは x + y = X, xy = Y と置いたのと同じ感覚．
問題文の条件から，次の２式が成り立つ．

(∗)
{

cos x + cos y = 1
sin x + sin y = k

すると，（kの変域）⇔
(

(∗)なる x, yが存在
するための kの条件

)
また，

(∗) ⇔

 cos y = 1 − sinx · · ·⃝1
sin y = k − sinx · · ·⃝2
(1 − cos x)2 + (k − sinx)2 = 1 · · ·⃝3

であり，
「(∗)なる x, yあり」⇒「⃝1 ,⃝2 ,⃝3 なる x, yあり」⇒「⃝3 なる xあり」
逆に，
「⃝3 なる xあり」⇒「⃝1 ,⃝2 ,⃝3 なる x, yあり」⇒「(∗)なる x, yあり」
であるから，結局，(∗) ⇔ ⃝3
ここで何をしたかというと，⃝3 を満たす xの値が定まれば，yの値も定まることを利用して，変数を一
つ消去したのである．
このように，

xに対して yが自動的に定まるように式変形できれば，
x, yの存在条件は，「xのみの存在条件」として求められる

のである．

（解答）sin x + sin y = kとおく．すると，

(∗)
{

cos x + cos y = 1
sin x + sin y = k

なる実数 x, y が存在するための k の範囲を求めれ
ばよい．

(∗) ⇔

 cos y = 1 − sinx · · ·⃝1
sin y = k − sinx · · ·⃝2
(1 − cos x)2 + (k − sinx)2 = 1 · · ·⃝3

であり，xの値が定まると，yの値は，⃝1 ,⃝2 によ
り，自動的に定まるから，
(∗) ⇔ ⃝3 である．
⃝3 より，
(1 − cos x)2 + (k − sinx)2 = 1
1 + cos2 x − 2 cos x + k2 + sin2 x − 2k sinx = 1

k sinx + cos x =
k2 + 1

2
xが変化するときの k sinx + cos xの変域は，
−
√

k2 + 1 5 k sinx + cos x 5
√

k2 + 1

であるので，
「⃝3 なる xが存在する」

　⇔ −
√

k2 + 1 5 k2 + 1
2

5
√

k2 + 1

　⇔ k2 + 1
2

5
√

k2 + 1（...0 < k2+1
2 が常に成立）

⇔ (k2 + 1)2 5 4(k2 + 1)
　⇔ k2 + 1 5 4
　⇔ k2 5 3
　⇔ −

√
3 5 k 5

√
3

∴「(∗)なる x, yが存在する」⇔ −
√

3 5 k 5
√

3
よって sinx + sin yの変域は，
　　 −

√
3 5 sinx + sin y 5

√
3
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【２】
(1)cを −2 < x < 2の範囲の定数とする．実数 x, yが sinx − cos y = cを満たして変化するとき，
cos x − sin yのとり得る値の範囲を cを用いて表せ．
(2)x, yは sinx + y cos x = y を満たす実数とする．y が 2 5 y 5 3の範囲で変化するとき，tanx
のとり得る値の範囲を求めよ．

（解答）
(1)k = cos x − sin yとおく．
すると，

(∗)
{

sin x − cos y = c
cos x − sin y = k

であり，

（kの変域）=
(

(∗)なる x, yが存在
するための kの条件

)
∴ (∗) ⇔

 cos y = sin x − c · · ·⃝1
sin y = cos x − k · · ·⃝2
(cos x − k)2 + (sinx − c)2 = 1 · · ·⃝3

⃝3 により，xの値が定まると，yの値も，⃝1 ,⃝2 に
より，自動的に定まるので，⃝3 なる xが存在する
ための，kの条件を求めればよい．
⃝3 より，
cos2 x + k2 − 2k cos x + sin2 x + c2 − 2c sinx = 1

c sinx + k cos x =
c2 + k2

2
xが変化するときの c sinx + k cos xの変域は，
−
√

c2 + k2 5 c sinx + k cos x 5
√

c2 + k2

∴「⃝1 なる xが存在する」

　⇔ −
√

c2 + k2 5 c2 + k2

2
5
√

c2 + k2

　⇔ c2 + k2 5 2
√

c2 + k2

　⇔ (c2 + k2)2 5 4(c2 + k2) · · ·⃝4
c2 + k2 ̸= 0のとき⃝4 ⇔ c2 + k2 5 4
であり，これは c = k = 0のときも成立する．
よって，
⃝4 ⇔ c2 + k2 5 4
　⇔ −

√
4 − c2 5 k 5

√
4 − c2

∴ −
√

4 − c2 5 cos x − sin y 5
√

4 − c2

(2)
＜考え方＞
yの範囲は分かっているが，xの範囲は不明．
→ xの範囲を求める．→ yを消去する．
（解答）{

sin x + y cos x = y · · ·⃝5
2 5 y 5 3 · · ·⃝6

⃝5 より，
y(1 − cos x) = sin x
cos x = 1のとき　 sinx = 0 ∴ tanx = 0
cos x ̸= 1のとき　⃝6 より，
2 5 y =

sinx

1 − cos x
5 3

2 5
2 sin

x

2
cos

x

2
2 sin2 x

2

5 3

2 5 1

tan
x

2

5 3

∴ 1
3

5 tan
x

2
5 1

2

tanx =
2 tan

x

2
1 − tan2 x

2
tan

x

2
= tとおくと，

tanx =
2t

1 − t2
（= f(t)とおく）

f ′(t) =
2(1 − t2) − 2t(1 − t2)

(1 − t2)2
=

2(t2 + 1)
(1 − t2)2

> 0

∴ f(t)は単調増加．

よって，f

(
1
3

)
5 f(t) 5 f

(
1
2

)
∴ 3

4
5 tanx 5 4

3
tanxのとり得る値の範囲は，
3
4

5 tanx 5 4
3
, tanx = 0

�� ��補足
　なかには，
1 − cos x = 2 sin2 x

2
sinx = 2 sin

x

2
cos

x

2
の変形が巧みに思う人もいるかも知れない．かく言
う私も，はじめはこんなの思いつかないと思ってい
たが，三角関数の式変形になれてくるとこのような
変形も違和感なくできる．三角関数は同値関係にあ
る式がたくさんあるので，場合に応じてベストな式
にする必要がある．これはやはり経験がものを言う
ところだと思う．
　ただ，1 − cos x = 2 sin2 x

2
の方は別のところで

役に立つのでぜひとも覚えておこう．これは，cos
の２倍角の公式から導ける．
cos 2x = cos2 x − sin2 x = 1 − 2 sin2 x
∴ 1 − cos 2x = 2 sin2 x

6



（例）√
1 − cos x =

√
2
∣∣∣sin x

2

∣∣∣
√

1 + cos x =
√

2
∣∣∣cos

x

2

∣∣∣
√

1 ± sinx =
∣∣∣sin x

2
± cos

x

2

∣∣∣
これらを使えば，ルートをはずすことが出来て，積
分できるようになる！特に理系の人はこのような形
のとき，ルートがはずせるという事実は記憶に値
するであろう．文系の人でも三角関数の積分をやれ
ば，三角関数の式変形が上手になるのになぁといつ
も思う．ちなみに 3つ目の式は (sinx + cos x)2 を
利用して導ける．

(sinx + cos x)2 = sin 2x + cos2 x + 2 sinx cos x

= 1 + sin 2x

∴ | sinx + cos x| =
√

1 + sin 2x

　また，tanx =
sinx − 0
cos x − 0

とみて，tanxを傾きで

捉える方法も有効．“傾きと捉える”方法はしばし
ばやられる方法であるので，こちらもマスターして
おきたい．

（別解）～tanxを傾きと捉える～
cos x = X, sinx = Y とおくと，
⃝5 より，Y = −yX + y
この直線は，(X,Y ) = (1, 0)を通る． Y = −yX + y

2 5 y 5 3
X2 + Y 2 = 1

をみたす (X, Y )の集合は下図の太線部（(1, 0)も
含む）．

tanx =
Y

X
だから，

　 tanx = 0,
3
4

5 tanx 5 4
3
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【３】
　曲線 y = log x, 1 5 x 5 e（対数は自然対数，eは自然対数の底）の上に任意に２点 P, Qをとる
とき，線分 PQの中点R(s, t)の動く範囲をDとする．ただし，P とQが一致するときRも P,Q
と同じ点を表すものとする．
(1)s, tの満たす条件を求めよ．
(2)Dの面積を求めよ．

(89 岡山大)

（解答）(1)P (p, log p), Q(q, log q)とすると，

s =
p + q

2
, t =

log p + log q

2
=

log pq

2
だから，

p + q = 2s, pq = e2t である．
すると，p, qは，X の２次方程式
　　X2 − 2sX + e2t = 0
の２解で，
f(X) = X2 − 2sX + e2t とおくと，
f(X) = 0が 1 5 X 5 eに２解を持つための s, tの
条件を求めればよい．
よって f(X) = 0の判別式をDとして，

D
4 = s2 − e2t = 0
1 5 s 5 e
f(1) = 1 − 2s + e2t = 0
f(e) = e2 − 2se + e2t = 0

⇔


1 5 s 5 e

t = 1
2

log(2s − 1)

t = 1
2

+
1
2

log(2s − e)

t 5 log s
(2)

S =
∫ 1+e

2

1

(
log x − 1

2
log(2x − 1)

)
dx

　　　　　　　+
∫ e

1+e
2

(
log x − 1

2
log(2x − e)

)
dx

=
∫ e

1

log xdx − 1
2

∫ 1+e
2

1

log(2x − 1)dx

　　　　　　　　　　　　 −1
2

∫ e

1+e
2

log(2x − e)dx

∫ e

1

log xdx = [x log x − x]e1 = 1

∫ 1+e
2

1

log(2x − 1)dx =
[
2x − 1

2
log(2x − 1) − 1

2
x

] 1+e
2

1

=
e

4
+

1
4∫ e

1+e
2

log(2x − e)dx =
[
2x − e

2
log(2x − e) − 1

2
x

]e

1+e
2

=
e

4
+

1
4

∴ S = 1 − 1
2

(
e

4
+

1
4

)
− 1

2

(
e

4
+

1
4

)
=

3 − e

4
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【４】
　座標平面上の点 (x, y)が −1 5 x 5 1, 0 5 y 5 2の範囲を動くとき，点 (x + y, xy)の動く範囲

を図示せよ．またこのとき，
xy + m

x + y + 2
(ただし，mは定数）の最大値を求めよ．

(07 上智大（理工）)

＜考え方＞
これもいつものごとく，x + y = X, xy = Y とおくのは朝飯前．そのあと，x, yを解に持つ２次方程式
t2 − Xt + Y = 0とおき，２解が −1 5 t 5 1, 0 5 t 5 2に存在するためのX, Y の条件を考えればよい．

（解答）x + y = X, xy = Y とおく．x, yは tの２
次方程式
　　 t2 − Xt + Y = 0
の２解である．

　　 f(t) = t2 − Xt + Y =
(

t − X

2

)2

− X2

4
+ Y

とおく．
f(t) = 0が −1 5 t 5 1, 0 5 t 5 2に２解をもつた
めのX, Y の条件を求めればよい．
(i)−1 5 t 5 0, 0 5 t 5 1に解を持つ場合

−1 5 X
2 5 1

−1
4X2 + Y 5 0

f(−1) = 0
f(1) = 0
f(0) 5 0

⇔


−2 5 X 5 2
Y 5 1

4X2

Y = −X − 1
Y = X − 1
Y 5 0

(ii)−1 5 t 5 0, 1 5 t 5 2に解を持つ場合

−1 5 X
2 5 2

−1
4X2 + Y 5 0

f(−1) = 0
f(2) = 0
f(0) 5 0
f(1) 5 0

⇔



−2 5 X 5 4
Y 5 1

4X2

Y = −X − 1
Y = 2X − 4
Y 5 0
Y 5 X − 1

(iii)0 5 t 5 1に２解を持つ場合
0 5 X

2 5 1
−1

4X2 + Y 5 0
f(0) = 0
f(1) = 0

⇔


0 5 X 5 2
Y 5 1

4X2

Y = 0
Y = X − 1

(iv)0 5 t 5 1, 1 5 t 5 2 に２解を持つ場合
0 5 X

2 5 2
− 1

4X2 + Y 5 0
f(0) = 0
f(2) = 0
f(1) 5 0

⇔


0 5 X 5 4
Y 5 1

4X2

Y = 0
Y = 2X − 4
Y 5 X − 1

図示する範囲は左下図の斜線部や黒塗りの部分（境
界含む）．

さて，
xy + m

x + y + 2
=

Y + m

X + 2
=

Y − (−m)
X − (−2)

であるか

ら，
xy + m

x + y + 2
は，２点 (−2,−m)(X, Y )を通る傾

きとみなせる．

図から，
xy + m

x + y + 2
は，(X, Y ) = (3, 2)又は (−1, 0)

のとき最大となり得る．

(X, Y ) = (3, 2)のとき　与式 =
2 + m

5
(X, Y ) = (−1, 0)のとき　与式 = m
2 + m

5
= mとすると，m 5 1

2
よって，最大値は

2 + m

5

(
m 5 1

2

)
m

(
m = 1

2

)

9



�� ��補足 　ほとんど解の配置問題である．解の配置は
4パターンあるので，強引にすべて場合分けしてみ
た．上手くやればもっと場合分けが減らせるかもし
れないが，実践的にはこれで十分だと思う．後半は
X と Y の条件がスパっと式で表せれないので，＜
練２＞でも紹介した傾きとみて考えるのがよいで
あろう．

　さて，この問題で紹介したかった手法は（解答）
ではなく，「領域の境界を考え，直接動きを捉える」
やり方である．これを（別解）で紹介することにす
る．こちらも有効な手法であるのでできるようにし
ておきたい．

（別解）x + y = X, xy = Y とおく．
直線 y = xに関して対称な 2点 (a, b), (b, a)は同じ
点 (a + b, ab)に移るから y = xの部分を考えれば
よい．

 −1 5 x 5 1
0 5 y 5 2
y = x

であらわされる領域の境界上の点を P とし，
xy平面上で，O(0, 0)，A(1, 1)，B(1, 2)，C(−1, 2)，
D(−1, 0)とする．
(i)P が OA上にあるとき
y = x, 0 5 x 5 1だから， X = 2x

Y = x2

0 5 x 5 1
より，

{
Y = 1

4X2

0 5 X 5 2

(ii)P が AB 上にあるとき
x = 1, 1 5 y 5 2だから， X = 1 + y

Y = y
1 5 y 5 2

より，
{

Y = X − 1
2 5 X 5 3

(iii)P が BC 上にあるとき
−1 5 x 5 1, y = 2だから， X = x + 2

Y = 2x
−1 5 x 5 1

より，
{

Y = 2x − 4
1 5 X 5 3

(iv)P が CD上にあるとき
x = −1, 0 5 y 5 2だから，

 X = −1 + y
Y = −y
0 5 y 5 2

より，
{

Y = −X − 1
−1 5 X 5 1

(v)PがDO上にあるとき
−1 5 x 5 0, y = 0だから， X = x

Y = 0
−1 5 x 5 0

より，
{

Y = 0
−1 5 X 5 0

あとは，囲まれた部分が領域だということを述べ
るだけである．境界がそこに移ることは分かったけ
ど，それで囲まれた部分が求める領域かどうか分か
らないというかもしれないが，閉ざされた領域は閉
ざされた領域に移ることは明らかとして良いだろ
う．だめ？かなぁ．う～ん．．
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【５】

(1)１つの頂点に集まる３辺の長さの和が
9
2
で，対角線の長さが

√
33
2
である直方体がある．この

直方体の体積を V とするとき，V の最大値，および最小値を求めよ．また，V が最大，および最
小となるときの 3辺の長さをそれぞれ求めよ．

(2)a > 0とする．辺の長さの総和が 4a,表面積
a2

2
の直方体の体積を V とするとき，V のとり得

る値の範囲を求めよ．

＜考え方＞
(2)をやった後なら，(1)も容易いでしょう．シンプルな設定ながらも，意外とやりにくい問題だと言え
ます．V =と解いて範囲を見失ってしまわないように注意が必要です．

（解答）(1)たて，よこ，高さをそれぞれ x, y, zと
すると，x > 0, y > 0, z > 0であって，

辺の条件より，x + y + z =
9
2

対角線の条件より，x2 + y2 + z2 =
33
4

また，体積は V = xyzで与えられる．

∴

 x + y + z = 9
2

x2 + y2 + z2 = 33
4

xyz = V
V のとり得る値は，(∗)なる３つの正の数 x, y, zが存
在するための V の条件⃝A として得られる．
(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 +2(xy + yz + zx)より，

xy + yz + zx =
1
2

(
81
4

− 33
4

)
= 6

従って，x, y, zは

　　 t3 − 9
2
t2 + 6t − V = 0

の解である．

f(t) = t3 − 9
2
t2 + 6tとおく．

f ′(t) = 3t2 − 9t + 6 = 3(t − 1)(t − 2)
f ′(t) = 0とすると，t = 1, 2

f(1) =
5
2
, f(2) = 2である．

また，f(t) =
5
2
とすると，(t − 1)2

(
t − 5

2

)
= 0

f(t) = 2とすると，
(
t − 1

2

)
(t − 2)2 = 0

t · · · 1 · · · 2 · · ·
f ′(t) + 0 − 0 +
f(t) ↗ 5

2 ↘ 2 ↗
⃝A ⇔「f(t) = V が正の３実解を持つ（重解も可）」

∴図より，

V の最大値は
5
2
でこのとき，３辺は 1, 1,

5
2

V の最小値は 2でこのとき，３辺は 2, 2,
1
2

(2)たて，よこ，高さをそれぞれ x, y, z とすると，
x > 0, y > 0, z > 0であって，題意より，
すべての辺の和について　 4(x + y + z) = 4a

表面積について　 2(xy + yz + zx) =
a2

2
また，体積は V = xyzで与えられる．

∴


x + y + z = a

xy + yz + zx =
a2

4
xyz = V

· · · (∗)

V のとり得る値は (∗)なる３つの正の数 x, y, zが存
在するための V の条件⃝A として得られる．(∗)よ
り，x, y, zは tの３次方程式

　　 t3 − at2 +
a2

4
t − V = 0

の解である．

f(t) = t3 − at2 +
a2

4
tとおく．

f ′(t) = 3t2 − 2at +
a2

4
= (3t − 1

2
a)(t − 1

2
a)

f ′(t) = 0とすると，t =
1
6
a,

1
2
a

また，f

(
1
6
a

)
=

a3

54
, f

(
1
2
a

)
= 0 である．

t · · · 1
6a · · · 1

2a · · ·
f ′(t) + 0 − 0 +
f(t) ↗ a3

54 ↘ 0 ↗
⃝A ⇔「f(t) = V が正の 3実解を持つ（重解も可）」

∴図より，0 < V 5 a3

54
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【６】
　平面上の点の変換
f : P (x, y) 7→ P ′(X, Y )

　　
{

X = x + y
Y = x2 + y2

を考える。
(1)O(0, 0), A(1, 0), B(1, 1), C(0, 1)を頂点とする四角形の周はどのような図形にうつされるか。
(2)(1)の四角形 OABC の内部はどのような図形にうつされるか。

＜考え方＞
(1)は実際にどこに移るか考えればよい．(2)は (1)と同じように境界を考えても良いし，x, yが存在す
るための X, Y を考えても良い．そのとき，解と係数を利用するか，実際に解いて代入するかの２つの
選択肢がある．

（解答）直線 y = xに関して対称な２点 (a, b), (b, a)
は同じ点 (a+ b, a2 + b2)に移されるから，y 5 xの
部分を考えればよい．
(1)(i)P が OA上を動くとき
0 5 x 5 1, y = 0だから， X = x

Y = x2

0 5 x 5 1
より，

{
Y = X2

0 5 X 5 1

(ii)P が AB 上を動くとき
x = 1, 0 5 y 5 1だから， X = 1 + y

Y = 1 + y2

0 5 y 5 1
より，

{
Y = (X − 1)2 + 1
1 5 X 5 2

(2)P が OB 上を動くとき
y = x, 0 < x < 1だから， X = 2x

Y = 2x2

0 < x < 1
より，

{
y′ =

1
2
X2

0 < X < 2
(1)で求めたものと (2)で求めたものとで囲まれた
図形が四角形OABCの内部の点が移された図形で
ある．
図示すると，下図 (2) の斜線部．境界は薄線と
(2, 2), (0, 0)を除き，太線を含む．（四角形の淵も内
部と捉える立場の人は境界はすべて含む）

（別解）(x + y)2 = x2 + y2 + 2xyより，{
x + y = X

xy =
1
2
(X2 − Y )

また，x, yは tの２次方程式

　　 t2 − Xt +
1
2
(X2 − Y ) = 0

の２解である．

f(t) = t2−Xt+
X2 − Y

2
=
(

t − X

2

)2

+
X2 − 2Y

4
とおく．
f(t) = 0が 0 < t < 1に２解を持つための x′, y′ の
満たすべき条件を求めればよい．

∴


X2 − 2Y 5 0

0 <
X

2
< 1

f(0) > 0
f(1) > 0

⇔


Y = 1

2
X2

0 < X < 2
Y < X2

Y < (X − 1)2 + 1
（別解２）～解いて代入～{

x + y = X
x2 + y2 = Y

⇔


x =

X ±
√

2Y − X2

2

y =
X ∓

√
2Y − X2

2

（複合同順）

X −
√

2Y − X2

2
5 X +

√
2Y − X2

2
だから，

0 < x < 1, 0 < y < 1となるためのX, Y の条件は，

0 <
X −

√
2Y − X2

2 ⃝A
5 X +

√
2Y − X2

2
< 1

⃝B
x, yは実数だから，2Y − X2 = 0
⃝A より，

√
2Y − X2 < X

X = x + y > 0だから，
２乗して整理して，Y < X2

⃝B より，
√

2Y − X2 < 2 − X
X = x + y < 2だから，
２乗して整理して，Y < X2 − 2X + 2
以上より， Y = 1

2X2

Y < X2

Y < X2 − 2X + 2
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【７】
　２点 P (x, y), Q(X, Y )の間に
　　　　X = x + y,　 Y = 2x + y2

の関係がある。点 P (x, y)が
　 (1)x軸より下側　　 (2)y軸より右側
のそれぞれを動くとき，点 Qの動く範囲を図示せよ．

＜考え方＞
(1)x軸より下側ということは，yに条件 y < 0がついているということである．よって，xを消去して，
y(< 0)が存在するためのX, Y の条件を求めればよい．
(2)y軸より右側ということは xに条件 x > 0がついているということである．

（解答）(1){
X = x + y
Y = 2x + y2 より，xを消去して，

y2 − 2y + 2X − Y = 0
f(y) = y2 − 2y + 2X −Y = (y− 1)2 + 2X −Y − 1
とおくと，X, Y の満たすべき条件は，
f(y) = 0が y < 0の解を少なくとも一つもつため
の条件である．
従って，f(y)のグラフの軸は，y = 1であるから，
f(0) < 0であればよい．
よってX, Y の条件は，Y > 2X
図示すると下図 (1)の斜線部．境界除く．
(2){

X = x + y
Y = 2x + y2 より，yを消去して，

x2 + 2(1 − X)x + X2 − Y = 0
g(x) = x2.2(X − 1)x + X2 − Y

={x − (X − 1)}2+2X − Y − 1
とおくと，X, Y の満たすべき条件は，g(x) = 0が
x > 0の解を少なくとも一つもつための条件であ
る．
（ア）X − 1 5 0のとき
　　 f(0) < 0であればよい．
　　 ∴ Y > X2

（イ）X − 1 > 0のとき
　　 2X − Y − 1 5 0であればよい．
　　 ∴ Y = 2X − 1

（ア），（イ）より，
{

Y > X2(X 5 1)
Y = 2X − 1(X > 1)

図示すると下図 (2)の斜線部．境界は実線を含み白
丸と破線を除く．

（別解）～解いて代入～
(1)y2 − 2y + 2X − Y = 0より，
y = 1 ±

√
Y − 2X + 1

yは実数だから，Y − 2X +1 = 0　 ∴ Y = 2X − 1
また，1 +

√
Y − 2X + 1 > 0だから負にはなりえ

ない．
y < 0となる yが存在するためには，
1 −

√
Y − 2X + 1 < 0　 ∴ 1 <

√
Y − 2X + 1

両辺正だから，1 < Y − 2X + 1　 ∴ Y > 2X
Y = 2X − 1とあわせて，Y > 2X
(2)x2 + 2(1 − X)x + X2 − Y = 0より，
x = −1 + X ±

√
Y − 2X + 1

xは実数だから，
Y − 2X + 1 = 0　 ∴ Y = 2X − 1 · · · (∗)
x > 0となる xが存在するためには，
−1 + X +

√
Y − 2X + 1 > 0

　　⇔ X − 1 >
√

Y − 2X + 1 · · ·⃝1
または
−1 + X −

√
Y − 2X + 1 > 0

　　⇔ X − 1 > −
√

Y − 2X + 1 · · ·⃝2
(i)X − 1 = 0のとき
　⃝2 は必ず成立するから，
　 (∗)でありさえすればよい．
(ii)X − 1 < 0のとき
　⃝1 は左辺 < 0となり成立しない．
　⃝2 より，1 − X <

√
Y − 2X + 1　 ∴ Y > X2

(i)(ii)より，
{

Y > X2(X 5 1)
Y = 2X − 1(X > 1)
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【８】

　実数 x, yが
{

0 5 x 5 1
0 5 y 5 1 を満たして変化するとき，

　　　
{

X = 2xy
Y = x2 − y2

で定まる点 (X, Y )の存在領域と，その面積 S を求めよ．

＜考え方＞
x, yの両方に条件がある場合，単に片方を消去しただけではダメ．やはり，いつものように，x, yを解に
持つ２次方程式を作って，存在条件を考えていく．しかし，今回は x+y =

�� ��X, Y の式 ，xy =
�� ��X, Y の式

とできないので，工夫が必要．
また，領域の境界を考えて解くこともできる．この場合も対称性に気を配る．与えられた式のままでは
対称性が崩れているので Y に絶対値をつけ，対称性を強引に見出す．

（解答）{
0 5 x 5 1
0 5 y 5 1 · · ·⃝1 ,

{
X = 2xy
Y = x2 − y2 · · ·⃝2

x2 = s,−y2 = tとおく．

⃝1 より，
{

0 5 s 5 1
−1 5 t 5 0 , ⃝2 より，

 X = 2
√

s
√
−t

Y = s + t
0 5 X 5 2

よって，

{
s + t = Y

st = −1
4
X2

s, tは zの２次方程式

　　 z2 − Y z − 1
4
X2 = 0

の２解である．
X, Y の満たすべき条件は f(z) = 0が −1 5 z 5
0, 0 5 z 5 1にそれぞれ１解ずつもつための条件で
ある．

∴

 f(−1) = 0
f(0) 5 0
f(1) = 0

⇔


Y = 1

4
X2 − 1

Y 5 −1
4
X2 + 1(

...f(0) = −1
4
X2 5 0は常に成立．

)
従って，(X, Y )の領域は，
1
4
X2 − 1 5 Y 5 −1

4
X2 + 1, 0 5 X 5 2

また，

S = 2
∫ 2

0

(
−1

4
X2 + 1

)
dX

　 = 2
[
− 1

15
X3 + X

]2
0

=
8
3

（別解）{
X = 2xy
Y = x2 − y2 より，

{
X = 2xy
|Y | = |x2 − y2|

ひとまず，(x, y) から (X, |Y |) に移る変換を考え
る．
y = x に関して対称な２点 (a, b), (b, a) は同じ点
(2ab,

∣∣a2 − b2
∣∣)に移されるから，y 5 xの部分を考

えればよい．
0(0, 0), A(1, 0), B(1, 1)とする．
(i)(x, y)が OA上にあるとき
0 5 x 5 1, y = 0だから， X = 0

|Y | = x2

0 5 x 5 1
より，

{
X = 0
0 5 Y 5 1

(ii)(x, y)が AB 上にあるとき
x = 1, 0 5 y 5 1だから， X = 2y

|Y | =
∣∣1 − y2

∣∣
0 5 y 5 1

より，
{

|Y | =
0 5 X 5 2

(iii)(x, y)が BO上にあるとき
y = x, 0 5 x 5 1だから， X = 2x2

Y = 0
0 5 x 5 1

より，
{

Y = 0
0 5 X 5 2

最後に，絶対値を解除して図示し，囲まれた部分
が (X,Y )の存在領域である．
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【９】
　パラメータ r, θ

(
r > 0, 0 5 θ 5 π

4

)
に対して xの関数 f(x) = r sin(x + θ)を考える．

(1)r, θが等式
∫ 2π

0

(sinx − f(x))2dx =
∫ 2π

0

sin2 xdx　 (E)　　　をみたしているとき，

rを θの関数として表せ．
(2)式 (E)をみたしながら，r, θを動かしたとき，0 5 x 5 πにおける y = f(x)のグラフは xy平
面上を動く．これらのグラフが動く範囲Dを求め，図示せよ．
(3)図形Dの面積を求めよ．

(98後 東大)

＜考え方＞
言うまでもなく (2)がメインです．(2)では，xを固定して θを動かしてみます．
(1)は実は積分計算をしなくても sinの周期性を利用すれば答えは求まりますが，積分できる式なので躊
躇わず積分すれば良いでしょう．
（解答）

(1)
∫ 2π

0

sin2 xdx =
∫ 2π

0

1
2
(1 − cos 2x)dx =

1
2

[
x − 1

2
sin 2x

]2π

0

= π∫ 2π

0

(sin−f(x))2 dx

=
∫ 2π

0

(
sin2 x + f(x)2 − 2 sin x · f(x)

)
dx

= π +
∫ 2π

0

(
r2 sin2(x + θ) − 2r sinx sin(x + θ)

)
dx

= π +
∫ 2π

0

(
r2

2
(1 − cos 2(x + θ) + r{cos(2x + θ) − cos θ}

)
dx

= π +
[
r2

2

(
x − 1

2
sin 2(x + θ)

)
+ r

(
1
2

sin(2x + θ) − cos θ · x
)]2π

0

= π +
{

r2

2

(
2π − 1

2
sin 2θ

)
+ r

(
1
2

sin θ − 2π cos θ

)}
−
{

r2

2

(
−1

2
sin 2θ

)
+ r

}
= π + πr2 − 2πr cos θ
よって，π + πr2 − 2πr cos θ = π ⇔ r2 = 2r cos θ　 ∴ r = 2 cos θ　 (...r > 0)

(2)(1)より，f(x) = 2 cos θ sin(x + θ).0 5 θ 5 π

4
g(θ) = 2 cos θ sin(x + θ)とおく．
xを固定したときの g(θ)のとり得る値の範囲を考
える．
g(θ) = sin(2θ + x) + sinx

g′(θ) = 2 cos(2θ + x)　
(
x 5 2θ + x 5 π

2
+ x
)

(i)0 5 x 5 π

2
のとき

g′(θ) = 0なる θがただ１つ存在し，その θを αと
おく．このとき，2α + x =

π

2
,つまり，α =

π

4
− x

2
が成立する．
g(α) = sin(2α+x)+sin x = sin

π

2
+sinx = 1+sinx

g(0) = 2 sinx,　 g
(π

4

)
=

√
2 sin

(
x +

π

4

)

θ 0 · · · α · · · π
4

g′(θ) 　 + 　 − 　
g(θ) 　 ↗ 　 ↘ 　

g(0) = g
(π

4

)
とすると，

2 sin x =
√

2 sin
(
x +

π

4

)
2 sin x = sinx + cos x
sinx = cos x　

よって，


g(0) 5 g

(π

4

)
　
(
0 5 x 5 π

4

)
g
(π

4

)
5 g(0)　

(π

4
5 x 5 π

2

)
(ii)

π

2
5 x 5 πのとき

g′(θ) 5 0であるから，g
(π

4

)
5 g(θ) 5 g(0)
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∴
√

2 sin
(
x +

π

4

)
5 g(θ) 5 2 sin x

(i)(ii)より，
2 sin x 5 f(x) 5 1 + sin x　

(
0 5 x 5 π

4

)
√

2 sin
(
x +

π

4

)
5 f(x) 5 1 + sin x

(π

4
5 x 5 π

2

)
√

2 sin
(
x +

π

4

)
5 f(x) 5 2 sin x　

(π

2
5 x 5 π

)

Dの範囲は上図の斜線部（境界含む）．
(2)Dの面積を S とすると，

S =
∫ π

4

0

(1 + sinx − 2 sin x) dx

　　 +
∫ π

2

π
4

(
1 + sin x −

√
2 sin

(
t +

π

4

))
dx

　　　　 +
∫ π

π
2

(
2 sin x −

√
2 sin

(
x +

π

4

))
dx

=
∫ π

2

0

(1 + sinx) dx − 2
∫ π

4

0

sinxdx

　　 +2
∫ π

π
2

sinxdx −
√

2
∫ π

π
4

sin(x +
π

4
)dx

= [x − cos x]
π
2
0 − 2 [− cos x]

π
4
0

　　　　　　　+2 [− cos x]ππ
2
−
√

2
[
− cos

(
t + π

4

)]π
π
4

=
π

2
+
√

2

�� ��補足
(1)の積分をせずに求める方法を紹介する．
sinx − f(x)
= sinx − r sin(x + θ)
= sinx − r(sinx cos θ + cos x sin θ)
= (1 − r cos θ) sin x − r sin θ cos x

=
√

(1 − r cos θ)2 + r2 sin2 θ sin(x − β) ただし，cos β =
1 − r cos θ

R
, sinβ =

r sin θ

R

R =
√

(1 − r cos θ)2 + r2 sin2 θ


ここで，x − β = yとおくと，∫ 2π

0

sin2(x − β)dx =
∫ 2π−β

−β

sin2 ydy

=
∫ 0

−β

sin2 ydy+
∫ 2π

0

sin2 ydy+
∫ 2π−β

2π

sin2 ydy · · ·⃝1

z = y − 2πとおくと，∫ 2π−β

2π

sin2 ydy =
∫ −β

0

sin2(z + 2π)dz

= −
∫ 0

−β

sin2 zdz

⃝1 に用いて，∫ 2π

0

sin2(x − β)dx =
∫ 2π

0

sin2 xdx

ゆえに，

(E) ⇔ R2

∫ 2π

0

sin2 xdx =
∫ 2π

0

sin2 xdx

⇔ r2 − 2r cos θ + 1 = 1
⇔ r = 2 cos θ

説明のためにぐちゃぐちゃ書いたが，∫ 2π

0

sin2(x − β)dx =
∫ 2π

0

sin2 xdx

はいきなり使っても構わないと思われる．
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【１０】
　座標平面上の２点 P, Qが曲線 y = x2(−1 5 x 5 1)上を自由に動くとき, 線分 PQを 1 : 2に内
分する点 Rが動く範囲をDとする．ただし,P = Qのときは R = P とする．
(1)aを −1 5 a 5 1を満たす実数とするとき，点 (a, b)がDに属するための bの条件を aを用い
て表せ．
(2)Dを図示せよ．

(07 東大)

＜考え方＞
私が現役のときに東大を受験した際に出題された問題．当時は今よりも数学が苦手だったので，内分点
の式だけ書いてその後の処理ができなかった．浪人の時には，常にこの問題を意識して数学を学んだこ
とを覚えている．本問のすばらしいところは，前述した３つのやり方すべてで解けるが，数学を本質的
に理解してないと解けないという点である．

（解答）(1)P (p, p2), Q(q, q2)とおく．
但し，−1 5 p 5 1,−1 5 q 5 1

すると，R
(

2p + q

3
,
2p2 + q2

3

)
であり，

a =
2p + q

3
· · ·⃝1 , b =

2p2 + q2

3
· · ·⃝2 とする．

⃝1 より q = 3a − 2pで，⃝2 に代入して
b =

1
3
{
2p2 + (3a − 2p)2

}
⇔ b = 2p2 + 3a2 − 4ap
⇔ 2p2 − 4ap + 3a2 − b = 0

⇔ p =
2a ±

√
−2a2 + 2b

2
∴ q = a ∓

√
−2a2 + 2b（複合同順）

p, qは実数だから，
−2a2 + 2b = 0 ⇔ b = a2…(⋆)
また，−1 5 p 5 1,−1 5 q 5 1となる p, q が一組
以上存在する条件は

　　　 −1 5 2a +
√
−2a2 + 2b

2
5 1 · · ·⃝3

　　　　　　かつ　
　　　-15 a −

√
−2a2 + 2b 5 1 · · ·⃝4

または

　　　 −1 5 2a −
√
−2a2 + 2b

2
5 1 · · ·⃝5

　　　　　　かつ　
　　　-15 a+

√
−2a2 + 2b 5 1 · · ·⃝6

⃝3 ⇔ −2a − 2 5
√
−2a2 + 2b 5 2 − 2a

今，−1 5 a 5 1であるので
−2a − 2 5 0, 2 − 2a = 0となり，
−2a− 2 5

√
−2a2 + 2bは、(⋆)の下で常に成立し，

(⋆)の下で，
⃝3 ⇔ −2a2 + 2b 5 (2 − 2a)2

⇔ b 5 3a2 − 4a + 2
同様にして、(⋆)の下で，

⃝4 ⇔ b 5 3
2
a2 + a +

1
2

⃝5 ⇔ b 5 3a2 + 4a + 2

⃝6 ⇔ b 5 3
2
a2 − a +

1
2

以上より、，b = a2 の下で，

b 5 3a2 − 4a + 2 かつ b 5 3
2
a2 + a +

1
2

(Fig1)

または

b 5 3a2 + 4a + 2 かつ b 5 3
2
a2 − a +

1
2

(Fig2)

ゆえに，グラフを図示して，求める範囲は，

−1 5 a 5 −1
3
のとき　　 a2 5 b 5 3a2 + 4a + 2

−1
3

5 a 5 0のとき　　　 a2 5 b 5 3
2
a2 − a +

1
2

0 5 a 5 1
3
のとき　　　　 a2 5 b 5 3

2
a2 + a +

1
2

1
3

5 a 5 1のとき　　　　 a2 5 b 5 3a2 − 4a + 2

(2)(1)の図の aを xに，bを yに変えたものである．
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（別解）(1)P (p, p2), Q(q, q2)とおくと，

−1 5 p 5 1,−1 5 q 5 1, R

(
2p + q

3
,
2p2 + q2

3

)
である．
まず，Dを表す式を求める．

x =
2p + q

3
· · ·⃝1 , y =

2p2 + q2

3
· · ·⃝2 とする．

Dは明らかに y軸対称であるから，ひとまず x = 0
で考える．
⃝1 より，q = 3x − 2p · · ·⃝3
⃝2 に代入して，
y =

1
3
{
2p2 + (3x − 2p)2

}
　 = 2p2 − 4px + 3x2

　 = 2(p − x)2 + x2

xを固定し，pを変化させたときの yのとり得る値
の範囲を求める．
ここで，pの範囲が非常に重要になってくる．
⃝3 より，−1 5 q 5 1だから，
−1 5 3x − 2p 5 1　

∴ 3
2
x − 1

2
5 p 5 3

2
x +

1
2
かつ −1 5 p 5 1かつ

0 5 x 5 1
これを，xp図に図示すると，

よって，pの範囲は，

0 5 x 5 1
3
のとき　

3
2
x − 1

2
5 p 5 3

2
x +

1
2

1
3

5 x 5 1のとき　
3
2
x − 1

2
5 p 5 1

f(p) = 2(p − x)2 + x2 とおく．
y = f(p)の軸は p = xである．

(i)0 5 x 5 1
3
のとき

区間のど真ん中は，p =
3
2
xであり，

0 5 xのときは x 5 3
2
xだから，

y = f(p)は p = xで最小値を，p =
3
2
x +

1
2
で最大

値をとる．

∴ f(x) 5 y 5 f

(
3
2
x +

1
2

)

⇔ x2 5 y 5 3
2
x2 + x +

1
2

(ii)
1
3

5 x 5 1のとき

区間のど真ん中は，p =
3
4
x +

1
4
であり，(

3
4
x +

1
4

)
− x =

1 − x

4
= 0だから，

y = f(p)は p = xで最小値を，p = 1で最大値を
とる．
∴ f(x) 5 y 5 f(1)
⇔ x2 5 y 5 3x2 − 4x + 2
y軸対称も考慮して，
1
3

5 x 5 1のとき　 x2 5 y 5 3x2 − 4x + 2

0 5 x 5 1
3
のとき　 x2 5 y 5 3

2
x2 + x +

1
2

−1
3

5 x 5 0のとき　 x2 5 y 5 3
2
x2 − x +

1
2

−1 5 x 5 −1
3
のとき　 x2 5 y 5 3x2 + 4x + 2

よって，点 (a, b)がDに属するための条件は，
1
3

5 a 5 1のとき　 a2 5 y 5 3a2 − 4a + 2

0 5 a 5 1
3
のとき　 a2 5 y 5 3

2
a2 + a +

1
2

−1
3

5 a 5 0のとき　 a2 5 y 5 3
2
a2 − a +

1
2

−1 5 a 5 −1
3
のとき　 a2 5 y 5 3a2 + 4a + 2

(2)図示するだけなので（解答）と同じ．
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【１１】
　円 C : x2 + y2 = 1の外部に定点 F (a, 0)をとる．点 Qが C の周全体を動くとき，線分 FQの
垂直二等分線の動く範囲を求め，その概形を図示せよ．

＜考え方＞
傾きなどを用いる人もいますが，垂直二等分線は２点から等距離にある点の軌跡と捉えるのが定石です．
あとは計算するだけです．

（解答）
点 F が円 C の外部にあることから，a > 1である．
また，Q(cos θ, sin θ)とおけて，
線分 FQの垂直二等分線上の点 P (x, y)は PQ =
PF をみたすから，
(x − cos θ)2 + (y − sin θ)2 = (x − a)2 + y2

−2x cos θ + 1 − 2y sin θ = −2ax + a2

2x cos θ + 2y sin θ = 2ax − a2 + 1
f(θ) = 2x cos θ + 2y sin θとおくと，
−
√

4x2 + 4y2 5 f(θ) 5
√

4x2 + 4y2

であるから，
「f(θ) = 2ax − a2 + 1なる θが存在する」
⇔ −

√
4x2 + 4y2 5 2ax − a2 + 1 5

√
4x2 + 4y2

⇔
∣∣2ax − (a2 − 1)

∣∣ 5√4x2 + 4y2

⇔ 4(a2−1)x2−4a(a2−1)+(a2−1)2 5 4x2 +4y2

⇔ 4(a2 − 1)x2 − 4a(a2 − 1)x− 4y2 +(a2 − 1)2 5 0
⇔ 4(a2 − 1)(x2 − ax) − 4y2 + (a2 − 1)2 5 0

⇔ 4(a2 − 1)
(
x − a

2

)2

− 4y2 5 a2 − 1

⇔

(
x − a

2

)2

1
4

− y2

a2 − 1
4

5 1

等号成立時の双曲線の焦点は，(
a

2
±
√

1
4

+
a2 − 1

4
, 0

)
すなわち，(0, 0), (a, 0)
よって，Oと F である．
求める通過範囲は，下図の斜線部であり，O, F を
焦点とする双曲線の中心を含む側である．

＜参考＞
x cos θ + y sin θ = 1 − y　 (θは実数)の xy平面上
での通過範囲を求めよ．

　　・x, yは定数扱い
　　・残りの変数は θ
→ θで整理して，θについて存在条件を求めればそ
れが通過範囲となる．
（解）f(θ) = x cos θ + y sin θとおくと，θが実数
の範囲で変化するとき，
f(θ)の変域は，
　　 −

√
x2 + y2 5 f(θ) 5

√
x2 + y2

であるので，
「f(θ) = 1 − yなる θあり」
⇔ −

√
x2 + y2 5 1 − y 5

√
x2 + y2

（未整理だが，通過範囲になっている）
⇔ |1 − y| 5

√
x2 + y2

⇔ (1 − y)2 5 x2 + y2

⇔ y = −1
2
x2 +

1
2
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【１２】
　原点を Oとする xy平面上に，２つの動点 P,Qがある．
　点 P は直線 x = 1上を点 (1, 0)から点 (1,

√
3)まで動く．また，点 Qは線分 OP 上にあって，

OP · QP = 1を満たしながら動く．このとき，線分 PQが通過する部分の面積を求めよ．

＜考え方＞
線分の通過する領域を求める問題もやはり，存在条件を考えるのと同じですが，線分の場合，端点の動
きのみをとらえて線分を実際に動かして求めることがしばしばあります．練１１まではなるべく動かし
て求めるのは避けてきましたが，線分の場合はまず第一に線分を実際に動かして様子をつかむのがよい
です．このとき，端点が境界になるのであれば端点のみをとらえ，線分の途中の点が境界になるのであ
れば，存在条件を考えた方がよいことが多いです．本問は実際に動かしてみた（解答）にしましたが，
あとからやってみたら，x固定したときの yのとり得る値の範囲を求めても答えが出たので（別解）に
載せてみました．

（解答）
線分 PQを実際に動かしてみると，点 P,点Qの軌
跡が線分 PQが通過する部分の境界の一部になる
ことがわかる．そして，P の座標は y座標の値を t
として (1, t)と表せる．ただし，0 5 t 5

√
3であ

る．

OP · QP = 1より，QP =
1√

1 + t2
∴ OQ = OP − QP

=
√

1 + t2 − 1√
1 + t2

=
t2√

1 + t2

A(1, 0)とし，∠POA = αとすれば，

cos α =
1√

1 + t2
, sinα =

t√
1 + t2

であり，

Q(OQ cos α, OQ sinα)だから，

Q

(
t2

1 + t2
,

t3

1 + t2

)
線分 PQを実際に動かして，線分 PQの通過領域
は下図の斜線部．

求める面積を S とすると，

S =
∫ 3

4

0

t3

1 + t2
dx +

(
3
√

3
4

+
√

3

)
· 1
4
· 1
2

∫ 3
4

0

t3

1 + t2
dx =

∫ √
3

0

t3

1 + t2
· 2t

(1 + t2)2
dt

=
∫ √

3

0

2t4

(1 + t2)3
dt

=
∫ π

3

0

2 tan4 θ(
1 + tan2 θ

)3 · 1
cos2 θ

dθ

=
∫ π

3

0

2 tan4 θ cos4 θdθ

=
∫ π

3

0

2 sin4 θdθ

=2
∫ π

3

0

(
1 − cos 2θ

2

)2

dθ

=
1
2

∫ π
3

0

(
cos2 2θ − 2 cos 2θ + 1

)
dθ

=
1
2

∫ π
3

0

(
1 + cos 4θ

2
− 2 cos 2θ + 1

)
dθ

=
1
4

∫ π
3

0

(3 + cos 4θ − 4 cos 2θ) dθ

=
1
4

[
3θ +

1
4

sin 4θ − 2 sin 2θ

]π
3

0

=
1
4

(
π −

√
3

8
−
√

3

)
=

π

4
− 9

32

√
3

∴ S =
π

4
− 9

32

√
3 +

7
32

√
3 =

π

4
−

√
3

16�� ��補足
xを固定して，tを変化させたときの yのとり得る
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値の範囲を直接求めることもできる．
（別解）
P (1, t)としたとき，

線分PQは y = tx　
(

t2

1 + t2
5 x 5 1, 0 5 t 5

√
3
)

とあらわせる． 0 5 x < 1のとき，⃝1 より，
t2

1 + t2
5 x

t2 5 x(1 + t2)
t2(1 − x) 5 x

∴ 0 5 t2 5 x

1 − x

∴ 0 5 t 5
√

x

1 − x
よって tの範囲は，

0 5 t 5
√

x

1 − x
かつ 0 5 t 5

√
3

f(t) = xtとおく．
今，x = 0だから，f(t)は単調増加である．

(i)
x

1 − x
5 3，即ち 0 5 x 5 3

4
のとき

tの範囲は

0 5 t 5
√

x

1 − x
であるから，

f(0) 5 y 5 f

(√
x

1 − x

)
∴ 0 5 y 5 x

√
x

1 − x

(ii)3 5 x

1 − x
，即ち

3
4

5 x < 1のとき

tの範囲は
0 5 t 5

√
3であるから，

f(0) 5 y 5 f(
√

3)
∴ 0 5 y 5

√
3x

(iii)x = 1のとき
y = t, 0 5 t 5

√
3

(i)～(iii)より，線分 PQの通過領域は，

0 5 x 5 3
4
のとき　 0 5 y 5 x

√
x

1 − x
3
4

5 x 5 1のとき　 0 5 y 5
√

3x

である．

S =
∫ 3

4

0

x

√
x

1 − x
dx +

(
3
√

3
4

+
√

3

)
· 1
4
· 1
2√

x

1 − x
=

√
−(1 − x) + 1

1 − x
=
√

−1 +
1

1 − x
であるから，√

x

1 − x
は 0 5 x 5 3

4
のとき単調増加．

√
x

1 − x
= sとおくと，

x =
s2

1 + s2

dx =
2s(1 + s2) − s2 · 2s

(1 + s2)2
ds

∴ dx =
2s

(1 + s2)2
ds　　

x 0 → 3
4

s 0 →
√

3

∴
∫ 3

4

0

x

√
x

1 − x
dx =

∫ √
3

0

s2

1 + s2
· s · 2s

(1 + s2)2
ds

=
∫ √

3

0

2s4

(1 + s2)3
ds

後は（解答）と同じように積分計算していくだけ．�� ��補足の補足∫ 3
4

0

x

√
x

1 − x
dx

を求めるのは難しいと言う予備校講師もいますが，
このぐらいの積分を出来ないようでは話になりま
せん．計算力は日ごろから意識して訓練を積んで
おくべきです．
xを固定して tを動かして yのとり得る値の範囲を
求める場合，やはり重要になってくるのが tの変域
です．まずは，そこに細心の注意を払って考えて
いきましょう．
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【１３】
　 xy平面上に四分円 C : x2 + y2 = 1　 (x = 0, y = 0)があり，長さ

√
3の線分 AB は常に C に

接するように動く．点 Aを y = 0上の 1 5 x 5 2の範囲で動かすとき（ただし，A(1, 0)のとき
B(1,

√
3)とする），線分 AB が通過する領域の面積を求めよ．

＜考え方＞
この問題はさすがに実際に動かしてみないとつらいです．端点が境界の一部となります．

（解答）
接点を (cos θ, sin θ)とおくと接線は，
(cos θ)x + (sin θ)y = 1
y = 0とすると，
あきらかに 0 5 θ <

π

2
だから，

x =
1

cos θ
よって，

A

(
1

cos θ
, 0
)

, B

(
1

cos θ
−
√

3 sin θ,
√

3 cos θ

)
B と接点が一致するとき，{

cos θ =
1

cos θ
−
√

3 sin θ

sin θ =
√

3 cos θ

∴ cos θ =
1

cos θ
− 3 cos θ

4 cos2 θ = 1
cos θ =

1
2
　
(
...0 5 θ <

π

2

)
∴ θ =

π

3
あとは実際に線分 AB を動かしてみて，
線分 AB の通過領域は下図の斜線部．

点 B の軌跡を表す式は，
x =

1
cos θ

−
√

3 sin θ

y =
√

3 sin θ

0 5 θ 5 π

3

よって，求める面積を S とすると，

S =
∫ √

3

√
3

2

(1 − x) dy +
(

1
2

+ 1
)
·
√

3
2

· 1
2

　　　　　　　　 −1
2
· 1 · 1 · π

3
+

1
2
· 1 · 1√

3
　　

=
25
24

√
3 − π

6
−
∫ √

3

√
3

2

xdy

∫ √
3

√
3

2

xdy =
∫ 0

π
3

(
1

cos θ
−
√

3 sin θ

)
(−

√
3 sin θ)dθ

=
∫ π

3

0

(√
3 sin θ

cos θ
− 3

2
(1 − cos 2θ)

)
dθ

=
[
−
√

3 log(cos θ) − 3
2
θ +

3
4

sin 2θ

]π
3

0

=
√

3 log 2 − π

2
+

3
√

3
8

∴ S =
25
24

√
3 − π

6
−

(
√

3 log 2 − π

2
+

3
√

3
8

)

=
2
3

√
3 +

π

3
−
√

3 log 2
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【１４】
　動点 PQは x軸の 2 5 x 5 4の部分，動点Qは y軸の y = 0の部分を PQ = 4を満たしながら
動く．このとき線分 PQが動いてできる領域を F とする．また Oは原点とし，∠QPOを αとす
る．このとき，領域 F を図示し，F の面積を求めよ．

(06 早稲田大 改)

＜考え方＞
実際に動かしてみれば，線分の端点ではなく線分の途中の点が境界をなすことがわかります．図示せよだ
けなら，適当に図示することも可能ですが，積分しなければいけないので，きちんと式まで求める必要が
あります．軌跡の一部がアステロイド（星芒形）となることは有名なので知っている人もいるでしょう．

（解答）
P (4 cos α, 0), Q(0, sinα) であるから，直線 PQ の
方程式は，
y = (− tanα)x + 4 sin α　 (0 5 x 5 4 cos α · · ·⃝1 )
また，2 5 4 cos α 5 4,　 0 5 4 sin αより，

　　
1
2

5 cos α 5 1 · · ·⃝2 　 ∴ 0 5 α 5 π

3
次に xを固定したときの y のとり得る値の範囲を
求める．
f(α) = −x tan α + 4 sin α　

但し，
x

4
5 cos α(⃝1 )又は

1
2

5 cos α 5 1(⃝2 )

f ′(α) =
4

cos2 α

(
cos3 α − x

4

)
ここで，cos αの最小値が

x

4
となるか

1
2
となるか

で場合分けが生じることに注意する．

(i)
1
2

= x

4
(即ち 0 5 x 5 2)のとき

f
(π

3

)
= −

√
3x + 2

√
3 = 0 = f(0)

である．

（ア）
x

4
= 1

8

(
即ち

1
2

5 x 5 2
)
のとき

　　 f ′(α) = 0, 0 5 α 5 π

3
なる αが存在し，

　　その αを θとすると
　　　　 0 5 y 5 f (θ)

α 0 · · · θ · · · π
3

f ′(α) 　 + 　 − 　
f(α) 　 ↗ 　 ↘ 　

　　また，f ′(α) = 0より，x = 4 cos3 θ
　　 ∴ f(θ) = −x tan θ + 4 sin θ = 4 sin3 θ

（イ）
x

4
5 1

8

(
即ち 0 5 x 5 1

2

)
のとき

　　 f ′(α) = 0となり，f(α)は単調増加だから，

　　 0 5 y 5 f
(π

3

)
= −

√
3x + 2

√
3

(ii)
1
2

5 x

4
(即ち 2 5 x 5 4)のとき

x

4
5 cos α 5 1だから，

x3

64
5 cos3 α 5 1であり，

cos α =
x

4
, 0 5 α 5 π

3
なる αを γ とすると，

f(γ) = −4 cos γ tan γ + 4 sin γ = 0 = f(0)

また，
x3

64
− x

4
=

x

64
(x2 − 16) 5 0

∴ f ′(α) = 0, 0 5 α 5 γ をみたす αが存在し，そ
の αを θとすると，
　　 0 5 y 5 f(θ)

α 0 · · · θ · · · γ
f ′(α) 　 + 　 − 　
f(α) 　 ↗ 　 ↘ 　

また，f ′(α) = 0より，x = 4 cos3 θ
∴ f(θ) = −x tan θ + 4 sin θ = 4 sin3 θ
(i),(ii)より，F の x = 0, y = 0以外の境界は，

y = −
√

3x +
√

3
(

0 5 x 5 1
2

)
{

x = 4 cos3 θ
y = 4 sin3 θ

(
1
2

5 x 5 4
)

F の面積を S とする．

S =
1
2
·

(
2
√

3 +
3
√

3
2

)
· 1
2

+
∫ 4

1
2

ydx

x = 4 cos3 θだから，
dx = −12 cos2 θ sin θdθ

x 1
2 → 4

θ π
3 → 0∫ 4

1
2

ydx

=
∫ 0

π
3

4 sin3 θ(−12 cos2 θ sin θ)dθ
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=
∫ π

3

0

48 sin2 θ sin2 θ cos2 θdθ

=
∫ π

3

0

48 · 1 − cos 2θ

2
· sin2 2θ

4
dθ

=
∫ π

3

0

6(sin2 2θ − cos 2θ sin2 2θ)dθ

=
∫ π

3

0

(3 − 3 cos 4θ − 6 cos 2θ sin2 2θ)dθ

=
[
3θ − 3

4 sin 4θ − 6 · 1
3 · 1

2 sin3 2θ
]π

3

0

= π +
3
4
·
√

3
2

− 3
√

3
8

= π

∴ S =
7
√

3
8

+ π

＜参考＞
　動点 P は xy平面上 y = 0の部分に，動点Qは x
軸上 x > 0の部分にあり，原点をOとして，OP =

OQ =
1
2
となるように動く．∠POQ = ∠OQP = θ

とおく．
　 αが動くとき，線分 PQ（両端を含む）の通り得
る範囲を図示し，その面積を求めよ．

（略解）線分 PQを表す式は

y = − tan θx + sin θ,
1
2

cos θ 5 x 5 cos θ

f(θ) = −x tan θ + sin θとおく．

f ′(θ) =
cos3 θ − x

cos2 θ
2x = cos θ, 0 5 θ 5 π

2
なる θを α,

x = cos θ, 0 5 θ 5 π

2
なる θを γ とする．

(i)x = 8x3,即ち 0 5 x 5 1
2
√

2
のとき

f ′(θ) 5 0となり，f(θ)は単調減少だから，
　　 0 5 f(θ) 5 f(α)

x =
1
2

cos αだから，f(α) =
1
2

sinα

(ii)x3 5 x 5 8x3,即ち
1

2
√

2
5 x 5 1のとき

x = cos3 θ　 (α 5 θ 5 β)なる θを β とおく．

θ α · · · β · · · γ
f ′(θ) 　 + 　 − 　
f(θ) 　 ↗ 　 ↘ 　

よって，θ = β のとき f(θ)は最大値をとるから，
　　 0 5 y 5 f(β)
x = cos3 β なので
f(β) = sin3 β
(iii)x 5 x3,即ち x = 1のとき
f ′(θ) > 0となり，f(θ)は単調増加だから，
　　 0 5 f(θ) 5 f(γ)
x = cos γ なので
f(γ) = 0
(i)～(iii)より，

0 5 x 5 1
2
√

2
のとき

　　
{

x = 1
2 cos α

y = 1
2 sinα

1
2
√

2
5 x 5 1のとき

　　
{

x = cos3 β
y = sin3 β

求める面積を S とすると，

S =
1
2
·
(

1
2

)2

· π

4
+

1
2
·
(

1
2
√

2

)2

+
∫ 1

1
2
√

2

sin3 θdx

= · · · =
5
64

π
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【１５】
　長さが 2rの線分ABを直径とする半円がある．周上の弧 PQで折り返したとき，折り返された
弧が AB に接したとする．
　このような弦 PQの存在する範囲を求めて図示し，面積を求めよ．

(92 千葉大 改)

＜考え方＞
本問は端点を追っても解決できません．そこで，まず複雑な事象はもっと簡単に捉えることのできる事
象に還元できないかということを考えます．このことを私は勝手にモデル化と呼んでいます．ここでは
円を転がすことを考えます．また，本問では線分を捉えるというよりも直線でとらえてから範囲を抑え
た方が良いです．

（解答）
A(−r, 0), B(r, 0)とし，線分ABを直径とする円を
C とすると C を表す式は，
　　 C : x2 + y2 = r2

となる．
x軸に接するように半径 rの円 C ′を転がし，その
交点を P,Qとすれば，C ′ 上の弧 PQが x軸に接
するようにできる．

C ′ の x座標を tと置けば，
　　 C ′ : (x − t)2 + (y − r)2 = r2,−r 5 t 5 r
であるので，円 C と円 C ′ の 2交点を通る曲線群
は，実数 kを用いて
　　 (x− t)2 + (y − r)2 − r2 + k(x2 + y2 − r2) = 0
と表せ，直線となるとき k = −1であるから，直線
PQを表す方程式は，
　　 (x − t)2 + (y − r)2 − r2 − (x2 + y2 − r2) = 0
つまり，
　　 t2 − 2xt + r2 − 2ry = 0
f(t) = t2−2xt+r2−2ryとおくと，tの 2次方程式

f(t) = 0が−r 5 t 5 rで解を持つための x, yの条
件を求めればよい．f(t) = (t−x)2 −x2 + r2 − 2ry
であるから，
　 f(−r)f(r) 5 0 · · ·⃝1
または

　

 f(−r) = 0, f(r) = 0
−r 5 x 5 r
−x2 + r2 − 2ry 5 0

· · ·⃝2

であればよい．
⃝1 より，(r + x − y)(r − x − y) 5 0

⃝2 より，


y 5 x + r
y 5 −x + r
−r 5 x 5 r

y = − 1
2r

x2 +
1
2
r

さらに，線分 PQは，x2 + y2 5 r2 であることも
考慮して線分 PQの存在する範囲は下図の斜線部
（境界含む）．

よって面積は，

　 πr2 · 1
2
−
∫ r

−r

(
− 1

2r
x2 +

1
2
r

)
dx

=
πr2

2
− 1

2r

∫ r

−r

−(x − r)(x + r)dx

=
πr2

2
− 1

2r
· 1
6
{r − (−r)}3

=
πr2

2
− 2

3
r2

25



【１６】
　円 x2 + y2 = 4の周を折り返し，折り返された弧が A(1, 0)を通るようにする．このような折り
目すべての作る図形の面積 S を求めよ．

＜考え方＞
折り目の問題です．折り目は垂直二等分線と見るのが定石です．そして二等分線は二点からの距離が等
しい点の集合であることから直線の方程式がすぐに出てきます．

（解答）
Q(2 cos θ, 2 sin θ)とおく．
円を折り返したときの折り目は，線分 AQの垂直
二等分線の一部であり，その垂直二等分線上の点
P (x, y)は，AP = QP をみたすから，
　 (x − 1)2 + y2 = (x − 2 cos θ)2 + (y − 2 sin θ)2

　 −2x + 1 = −4 cos θ · x + 4 − 4 sin θ · y
∴ 4x cos θ + 4y sin θ = 2x + 3
f(θ) = 4x cos θ + 4y sin θとおくと
−
√

16x2 + 16y2 5 f(θ) 5
√

16x2 + 16y2

であるから，
「f(θ) = 2x+3なる θが少なくとも１つ存在する」
⇔ −

√
16x2 + 16y2 5 2x + 3 5

√
16x2 + 16y2

⇔ |2x + 3| 5
√

16x2 + 16y2

⇔ (2x + 3)2 5 16x2 + 16y2

⇔ 4x2 + 12x + 9 5 16x2 + 16y2

⇔ 0 5 12x2 − 12x + 16y2 − 9

⇔ 0 5 12
(

x − 1
2

)2

+ 16y2 − 12

⇔
(

x − 1
2

)2

+
y2

3
4

= 1

また，折り目は x2 + y2 = 4の円の周または内部に
あるから，x2 + y2 5 4も満たす．
よって，題意を満たす折り目すべての作る図形は下
図のようになり，その面積 S は

　　 S = 4π − π · 1 · 3
4

=
13
4

π

�� ��補足 ～楕円の面積について～

　　
x2

a2
+

y2

b2
= 1

で表される楕円の面積は πabである．

この理由は簡単で，

楕円 C1：
x2

a2
+

y2

b2
= 1

は，
円 C2：x2 + y2 = 1
を x軸方向に a倍，y軸方向に b倍したもの であ
るから，円 C2 の面積 πを ab倍して πab．
下線部の事実は他の例をとってみてもわかる．
（例）

y = sin 2x = sin
x
1
2

→ y = sinxを x軸方向に
1
2
倍

y =
x2

4
=
(x

2

)2

→ y = x2 を x軸方向に 2倍

y =
x2

4
⇔ y

1
4

= x2 → y = x2 を y軸方向に
1
4
倍
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【１７】
　 a2x2 + b2y2 5 1をみたす (x, y)がすべて
　　　　　　 a(x − 1) + b(y − 1) 5 0
をみたすような (a, b)の範囲を求め，図示せよ．

(97 東工大)

＜考え方＞
場合わけに気づくかどうかがポイントです。

（解答）
a2x2 + b2y2 5 1 · · ·⃝1
a(x − 1) + b(y − 1) 5 0 · · ·⃝2
(i)a = b = 0のとき
⃝1 は 0 5 1，⃝2は 0 5 0となり成立．
(ii)a ̸= 0, b = 0のとき

⃝1 は a2x2 5 1 ⇔ − 1
|a|

5 x 5 1
|a|

· · ·⃝i

⃝2 は a(x − 1) 5 0 ⇔
{

x 5 1(a > 0)
x = 1(a < 0) · · ·⃝ii

⃝i と⃝ii を満たす x, y(この場合は yは任意なので x
についてのみ考えればよい)が存在するための a, b
の満たすべき条件は 1 5 a
(ii)a = 0, b ̸= 0
(i)と同様にして 1 5 b
(iii)a ̸= 0, b ̸= 0のとき
ax = s, by = tとおくと，
⃝1 :s2 + t2 5 1 · · ·⃝I 　⃝2 :s + t − a − b 5 0 · · ·⃝II
⃝I をみたすすべての点 (s, t)が⃝IIをみたすような点
(a, b)の範囲を求めればよい．⃝I ,⃝II を満たす (s, t)
が存在するのは，直線⃝II が原点中心で半径１の円
より上側にあるか，第１象限で接するときである
から，a + b =

√
2 であればよい．逆にこのとき，

x =
s

a
, y =

t

b
とすることにより，⃝1 ,⃝2 を満たす

ような x, yが存在することが確認できる．
よって (i)～(iii)より，求める (a, b)の範囲は，下図
の太線と黒丸と斜線部。

�� ��補足 ～a = 0, b = 0の場合分けについて～
この場合分けが生じることを理解についてですか，
いくつか考え方があると思います．問題を多くこな
すと，この手の問題は，場合分けをしたほうが無
難だなと思うようになってきます．まず，一つ目の
考え方です．まずは，あちらこちらに，axや byと
いったかたまりが出てきているので，それを文字
で置いてあげようと思うわけです．そうしてあげれ
ば，⃝1 の条件は単なる単位円の周とその内部とい
う条件に置き換わり，扱いやすくなります．さて、
文字でおいたのちに，いよいよ x, y に代入という
ことになるわけですが，このときに注意すべきなの
は，横着をして ax = s, by = tのかたまりのまま代
入してしまわないようにすることです．きちんと，
x =

�� ��　　 ，y =
�� ��　　 の形にしてから代入するよう

にします．そうすれば，a = 0, b = 0の場合分けの
必要性に気づくはずです．次に二つ目ですが，数 I
からおなじみの二次関数 f(x) = ax2 + bx + cにつ
いて考えてみましょう．f(x) = 0の解の個数を調
べよといった問題を解く場合，まず第一に思いつく
のは判別式Dの正負あるいはゼロにより，解の個
数が変わるということですが，習いたての人によく
陥りやすい間違いで，判別式による場合分けだけで
終わってしまうというのがあります．そもそも，判
別式を考えるのは，二次関数のときにおいてです．
単に f(x) = ax2 + bx + cとだけ与えられたのでは
f(x)が二次関数なのか，一次関数なのかわかりま
せん．したがって，まずは a = 0 であるのかない
のかといった場合分けが必要になるわけです．この
ようにして，係数がゼロか否かで関数の種類がまっ
たく違ったものになるということもあるわけで，本
問においても同様の場合分けが必要になってくると
いうことが，わかると思います．
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